Altalanos taggal megadott sorozatok
Osszegzési képletel

Kéri Gerzson Ferenc

1. Bevezetés

A sorozatok néhany érdekes esetét targyald elGadéast az alabbi bontasban épitem fel:
1. képletek, 2. alkalmazasok, 3. bizonyitas vazlatok.

Téma szerint az elGadast a sorozatok négy tipusara szeretném koncentralni, négy olyan
tipusra, amelyek mindegyike a kozismert szdmtani sorozat tagjaira épiil. A dolgok koze-
pébe vagva, rogton sorolom a négy tipust.

1. Hatvanyosszegek:
17428 37 4+ P,

Itt és a tovabbiakban is k-val tetszéleges rogzitett pozitiv egész kitevst jeloliink.

2. Hatvanyozott szamtani sorozatok Osszegzése:
k k k k
a"+la+d"+la+2d"+...+[a+ (n—1)d".
Vegyiik észre, hogy a = d = 1 esetén ez a tipus az 1. tipust hatvanyosszegre redukalodik,
k =1 esetén pedig a sima szdmtani sorozatra.
3. Koszinusz fiiggvénnyel leképezett szamtani sorozatok Osszegzése:
cosa + cosla + d| 4+ cos[a + 2d] + ... + cos[a + (n — 1)d].

4. Koszinusz fliggvénnyel leképezett hatvinyozott szamtani sorozatok Osszegzése:

cos” a + cos"la + d] + cos"la + 2d] + ... + cos*[a + (n — 1)d).



A két utobbi tipus szinusz fliggvénnyel is hasonléan targyalhatd, azonban a koszinusz
fliggvény valasztasa esetén valamivel egyszertibb a targyalés, azért ezzel az esettel illuszt-
raljuk a szamitas modszerét. Ez a két utobbi tipus kiilonosen érdekes abban a specialis
esetben, amikor d = 27” Ilyenkor a fliggvény argumentumokat szogeknek tekintve, ezek
irdnyai egyenletes 1épéskozokkel pontosan korbejarjak a szélrozsat.

Az 1. tipus felkeltette az érdekl6désemet mar gimnazista koromban, és kiszamitottam az
a, = n* sorozat elsé n tagjanak zart dsszegképletét a k = 7 kitevig. Egy kis fiizetet
jeloltem ki képletgytjtemény céljara, melynek els6 lapjan szépen felsoroltam elGszor a
k = 1,2, 3 kitevGk esetére vonatkozo6 kézismert, majd folytatolagosan az altalam kiszami-
tott, ezt megel6zGen viszont altalam nem ismert £ = 4,5, 6,7 kitevGk esetére vonatkozo
Osszegképleteket. Valahogy igy:

1+2+3+...+n =20

12422 + 32 4.+ n? = 2ot

13+23+33+...+n3zw

14 + 94 + 34 4.+ nt — n(n+1)(2n+;é[3n(n+1)—1}

15425435 4. 4 pd = ol Rt )]

164964364 . 4 b= n(n+1)(2n+1)[3n2ig+1)2—3n(7z+1)+1}

17427 +37 4. 4 = OB oin(ng )42

Amikor éppen ezzel voltam elfoglalva, pontosabban: amikor mar megvolt a hetedik hat-
vanyok osszegképlete, Autheried tanarng a fiizetemben ezt megpillantva arra kért, hogy
szeretné, ha kitlizném Komal feladatként. Ezt megelézGen is felvetette mar, hogy helyes
volna, ha a masok altal kittizott feladatok szorgalmas megoldasa mellett magam is tiiz-
nék ki feladatokat. Sajnos a kreativitas soha nem volt az erds oldalam, talan ezért ezt a
kérését akkor nem teljesitettem. Mentségemre szeretném felhozni, hogy az is motivalt a
negativ hozzaéallasomban, hogy a Budapesten talan havi (de lehet, hogy annal ritkabb)
rendszerességgel, Reiman Istvan szervezésében és vezetésével tartott Ifjusdgi Matematikai
Kor 6sszejoveteleinek egyikén szoba hoztam, hogy én tudom a 3-nal nagyobb kitevdji
hatvanyoOsszegeket is zart formulaval, Reiman tanar Gr azonban leintett, nem hagyta,
hogy errél beszéljek, mert bizonyara nem tartotta elég fontosnak vagy érdekesnek.

Evtizedekkel késébb, kicsit eltérs modon, lényegében teljesitettemn Autheried tanarnd
régi kérését, amikor § sajnos mar nem élt. Azzal a kiilonbséggel, hogy nem altalam mar
megoldott, hanem még megoldatlan feladatokat tliztem ki az internetes honlapomon.
Mindenesetre a tanarnd régi kérése motivalt abban, hogy a weblapomon nyilvanos pa-
lyazatot tiiztem ki a magasabb kitevékre vonatkoz6 hatvanyosszegek zart képleteinek a
megadasira. Ennek megoldasaba tobben beszélltak, és ezaltal k = 35 kitevsig jutottam
el a hatvanyosszegek zart képleteinek a felsorolasaval a honlapomon.

A Térlefedd (covering) kodok kérdései c¢. 2011-re elkésziilt konyvemben pedig egy kiilén
rovid fejezetet szantam megoldatlan problémak felsorolasara a kdnyv témaéajaban.
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Az emlitett iskolas kori fiizetemnek tovabbi lapjain a tobbszoros szogek szogtiiggvényeire
vonatkoz6 képleteket gyiijtottem Ossze, nevezetesen sin kx és cos kx kifejezését sinx és
cos x polinomjaként. Példaként az egyik ilyen képletsort idézem, cos kx kifejezését cosx
polinomjaként. Ez volt a kis fiizetem egyik tovabbi lapjanak egy részlete. Arra még em-
lékszem, hogy cos 7x-nél tovabb is folytattam, de arra méar nem, hogy pontosan meddig.
lehet, hogy valahol 10 kériil 4lltam meg, de lehet, hogy csak 15 koriil.

cos2r = 2cos’z — 1

cos 3z = 4cos®x — 3cosx

cosdr = 8cos* v — 8cos?x + 1

cosHx = 16 cos® x — 20 cos® v + Hcosx

cos 62 = 32 cos® x — 48 cos* x + 18 cos? z — 1

cos7x = 64 cos” x — 112 cos® z + 56 cos® x — 7 cos x

A fenti képletsor kozvetleniil ugyan nem tartozik az eladas téméjahoz, viszont segéd-
eszkoziil szolgéal a 4. tipust Osszegképletek kezeléséhez. Ha ugyanis a coskx kifejezés
polinom elGallitasat egy bizonyos k-ig bezarblag megadtuk, akkor ezek segitségével a
cos® x hatvanyokat is fel tudjuk irni kiilénb6z6 argumentumi koszinusz fiiggvények line-
aris kombinécidjaként. Nevezetesen

cos? x = $(1 + cos 2x)
cos® z = (3 cosz + cos 3x)
cos*x = (3 + 4 cos 2z + cos4x)

cos® & = 15(10 cos  + 5 cos 3z + cos 5x)
cosbz = 3%(10 + 15 cos 2z + 6 cos 4z + cos 6x)

cos” & = £;(35 cos  + 21 cos 3z + 7 cos bz + cos Tx)

Az utobbi képletsor viszont hidat képez a 3. és 4. tipusu 6sszegzési formulak kozott. Ilyen
képletek segitségével a 4. tipust Osszegzéseket vissza tudjuk vezetni a 3. tipusra.

Ezen bevezetés utan vegyiik sorra az elGadas témajaként felsorolt tipusokat.



2. Hatvanyosszegek képletei

A kitiizott cel: Allitsuk els a

Zik:1k+2k+3k—|—...+nk
=1

alaku Osszegeket zart alakban. A k < 7-re vonatkoz6 konkrét esetekrdl mar szo volt, az
aldbbiakban wjra felsoroljuk ezen specialis esetek Gsszegképletét:

14+2+43+...+n ="t

12422 4+ 32 4. 4 n? = 2ot

18423433 4. 4 pd = 2012

14 + 24 4 34 4.+ n4 o n(n+l)(2n+?l)())[3n(n+1)—1}

19495435+ +nd = DR

16 496 436 4 4 pb = n(n+1)(2n+1)[3n251’r2t+1)2—3n(n+1)+1}

17427 437 4. 4 = P2l Bt (nt P —dn(n 1))

Létezik egy szép Aaltalanos képlet is, amelyrsl didkként még nem tudtam, csak joval
id6sebb korban talaltam meg a szakirodalomban:

k
n k+1 k LfJ
kT n 1 k k—2j+1
= = — B.. j
;Z k+1+2+;2j(2j—1) a
ahol By = %, B, = —%, Bg = ﬁ a Bernoulli szamok.

(A Bernoulli szamok definicioja és tovabbi elemei konyvekben és internetes portalok
tablazataiban megtalalhatok.)

Nem tartozik szorosan a téméahoz, mégis érdemes itt megemliteni, hogy negativ kitevgji
véges hatvanyOsszegek esetén zart formuldt nem ismeriink, ezzel szemben a végtelen
osszegekre léteznek klasszikus eredmények:

ap = % esetén a harmonikus sort kapjuk, amelyre a végtelen Gsszeg divergens. (Aszimp-
totikusan a log x fiiggvény gorbéjéhez illeszkedik.)

(—1)-nél kisebb egész kitevikre a végtelen Gsszeg konvergens; zart képletet paros negativ
kitevGkre ismeriink, példaul

7T2
l+sm+m+..=%
1oL 41 _
+24+34+"'_90
6
4 +5%+...= &
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3. Hatvanyozott szaAmtani sorozatok osszegképletének
meghatarozasa

Ebben a szakaszban azokkal a sorozatokkal foglalkozunk, melyeknél a sorozat altalanos
tagja a, = [a + d(n — 1)~

A megoldas tetszéleges k esetén visszavezethet§ az el6z6 szakaszban megfogalmazott
tipusra, példaul

k =1 esetén (kozonséges szamtani sorozat)

n

Z[a"’_d(i_l)]:na+d[1+2+3+...+(n—1)]:na—l—d-n(n_l)

92 )
=1

k = 2 esetén

n

D la+d(i—1) =na®+2ad[1+2+3+. ..+ (n— D]+ d[1*+2°+3°+ .. .+ (n—1)"] =
=1

 na? 4 2ad n(n2— 1) -y n(n — 1)6(2n - 1)’

k = 3 esetén

n

D la+d(i—1) = na®+3a’d[14+2+3+.. .+ (n—1)]+3ad’[1*+2°+3°+.. .+ (n—1)"]+
=1

+d 1P+ 22433+ (-1 =

gt 4 3a2d. MY g Mm@ =D)Ly (0= 1)
2 6 TR

Az altalanos esetben tetszéleges k kitevére

n

> la+(i—1)df :ak—i—z

=1

a* +i (5) a* (i~ 1)jdj] =

n—1

n k
= na® + Z (k) a" I Z(z — 1) = na® + Z (j) a"=idi ZZJ
j=1

=2 =1



4. Koszinusz fiiggvénnyel leképezett szaAmtani soroza-
tok

Tekintsiik az olyan sorozatokat, melyek altalanos tagja a, = cosla + d(n — 1)].

Az Gsszegképlet:

sin[a—l—(n—%)d]d—sm[a—%d]’ ha d 7—§ 0 (mod 27T)

2sin &

Zcos[a + (1 —1)d] = : (1)

ncosa, ha d =0 (mod 27)

Kiilon figyelmet érdekel az a specidlis eset, amikor d = %”e, ahol e egy 0 és n kozotti

egész. Az elGbbi képletet erre a speciélis esetre alkalmazva azt kapjuk, hogy

. 2
Zcos[a—i—(i—l)—we]zo ha 0 <e<n. (2)
n

i=1

5. Koszinusz fliggvénnyel leképezett hatvanyozott
szamtani sorozatok

Az el6z6 szakaszban targyalt sorozat altalanos elemét k-adik hatvanyra emeljiik: a, =
costla+d(n—1)]. A k =1 kitevire vonatkozo eredmény birtokdban erre az altalanosabb
probléméra is tudunk megoldast talalni. Lattuk, hogy

cos? v = 1(1 + cos2x)
cos® x = (3 cosz + cos 3x)
cos'x = £(3 + 4 cos 2z + cos 4x)

cos® x = £(10 cos  + 5 cos 3x + cos bx)
cos® x = 35(10 4 15 cos 2z + 6 cos 4x + cos 6z

cos” ¥ = z7(35 cos & + 21 cos 3z + 7 cos bx + cos Tx)

Az altalanos esetre — kiilon paros és kiilon paratlan kitevékre — az alabbi képletek bizo-

nyithatok:
1 2r —1 —~ [ 2r
2r _ I
cos x——22r_1 [(r—l)—i_;(r—j) cos2jx] , (3)
1 o~ /2r+1
2r+1 o -
cos T = 92r jZ:; <r iy ) cos(2j + 1)z. (4)



A fenti Osszefiiggések alapjan példaul
ZCOSQ[a—f—(i—l :ﬁ Zcos [2a + (i — 1)2d] =
= =1

sin[20+(2n—1)d]sina—d) . g # 0 (mod 7)

1 2sind
3ty ®
ncos2a, ha d =0 (mod 7),
1 n
Zcos a+(1—1)d Zcosa+ @—1)]+Z-Zcos[3a+(i—l)3d]=
( i -1 —sin|a—1 sin|3a+(n—1 —sin|3a—1
% . Sm[aJr(” 2231?(21 [ 2d] + le . [3 +< 22)5?5]? [3 23d]7 ha d # 0 (mod %w)

. Sin[ﬁ(n;s)iz]gsm[aﬂ] + 1 -ncos3a, had=0 (mod %), de d # 0 (mod 2m)

0o

-ncosa+ 5 -ncos3a, ha d=0 (mod 27)

>

\

A hatvanykitevd tovabbi ndvelése soran a hasonlé médon felirhaté formuldk egyre bonyo-
lultabba valnak, mivel egyre tobb kiilénb6z6 modulusra kell egyszerre figyelemmel lenni.
Viszonylag kénnyebb dolgunk van abban a specidlis esetben, amikor d = 27“ [lyenkor a
koszinusz fiiggvénnyel leképezett hatvanyozott szamtani sorozat Osszegképletét altalanos
formulaval is meg tudjuk adni, azonban k és n paritdsatol fiiggGen egyméstol tobbeé-
kevéshé eltérs osszegképletek irhatok fel.

Paros k = 2r esetén
n

> cos™ [a + (i — 1)2—”} = (6)

i=1 n
%]

L 2r —1 i 221 Lah=1
o921 r—1
LJ(

22r1 h=1

(T ”h) cos hna ha n paros,

) cos 2hna ha n paratlan.

Pératlan £ = 2r + 1 esetén

0 ha n péros,
n

S s -1
(

,%;inh) cos(2h + 1)na ha n paratlan.

(7)

i=1 n n
r—



6. Alkalmazasok matematikai versenyfeladatok megol-
dasara

A hatvanyoOsszegek képleteire nem kerestem az el6addsomhoz konkrét alkalmazésokat.
Ehelyett csak annyit szeretnék elmondani, hogy didkkori matematikai feladatmegol-
doi praxisomban gyakran vettem hasznéat ezeknek a képleteknek — természetesen csak
k = 1,2, 3 kitevivel — kiilonb6z6 algebrai, kombinatorikai és szoveges Komal és egyéb fel-
adatok megoldésara. Mivel az ilyen feladatok a kevésbé nehéz kategoriaba tartoznak, azt
hiszem inkabb az I-1I. osztalyosok (14-16 évesek) szamara kiirt gyakorlatokban fordultak
eld.

Szogfiiggvényekkel kapcsolatos Gsszegképletek nemzeti és nemzetkozi tanulményi verse-
nyek feladatai kozott is felbukkantak. Ilyenekre mutatunk néhany példat az aldbbiakban.

Nemzetkodzi Matematikai Didkolimpia 1962/4. feladat. Oldjuk meg a kovetkezd
egyenletet:

cos? z + cos® 2z + cos? 3x = 1.

Egy lehetséges megoldas: A koszinusz fiiggvénnyel leképezett hatvanyozott (négyzetre
emelt) szamtani sorozat (5) Osszegképlete szerint

cos? x + cos? 2x + cos? 3x =

sin[2x+(67218)i3161];sin(2x736), ha = §_£ 0 (mod 71')

DN W
+
N | —

3cos2z, ha x =0 (mod )

A x =0 (mod 7) eset kizarhato, mert ilyenkor az Gsszeg értéke mindig 2. Ezért a kittizott
feladat a kovetkezs egyenletre vezet:

3 1 sin7xz —sinx
__i__.—. :1
2 2 2sinx

Atrendezéssel:

0=sin7x +sinx = 2sin4x cos 3x = 8sin x cos x cos 22 cos 3.

Ennek megoldasa méar trivialis, csak ne feledkezziink el az z = 0 (mod 7) hamis gyokok

,,,,,



Nemzetkodzi Matematikai Didkolimpia 1963 /5. feladat. Bizonyitsuk be, hogy

T 27 n 3T
COS — — COS — + COs — = —.
7 7 7 2
Egy lehetséges megoldas: A cosx = — cos(m — z) Osszefiiggés alapjan a feladatban sze-

repld kifejezést gy is irhatjuk, hogy

T N 3T . 5%
CcoS — + cos — + cos —.
7 7 7

A koszinusz fiiggvénnyel leképezett szamtani sorozat (1) 6sszegképlete szerint

in|z+(3—1)2z|—sin|z— L2z sin 6
sinz+( 22)sin]22: [z—§22] — QSH‘l’x, ha 2z # 0 (mod 27)

cos T + cos 3x + cosdr =

3cosz, ha 2z =0 (mod 27)

Az x = T esetre konkrétizalva, innét azt kapjuk, hogy

T RYS 57 sin& sinT 1
COS— +C0S— +C0S— = —— = — " = —,
7 7 7 2sm7 2sm7 2

Egy 1997. évi erdélyi matematikai versenyfeladat:

Bizonyitsuk be, hogy

2 A7\ 12
[sim7 x + sin” (x + %) + sin” (x + %)} + (8)

+ |cos” x + cos” x+2_7r + cos’ x+4_7r 2_ @2
3 3 64

A (7) osszegképletet k =7 (r = 3), n = 3 esetére alkalmazva

3 0
2m 3 7 63 cos 3z
7 ) — _ | = — . 1 = —
g cos |:13 +(1—1) 3 } 56 E (2 B 3h> cos(2h + 1)3z 6l

=1 h=0

i

A szinusz hatvanyosszegeket a sinx = cos(x — §

Osszegekké atalakitva

) Osszefiiggés alapjan koszinusz hatvany-

3 3 .
2 T 2 63 cos3(x — Z) 63 sin 3x
T . 7 _ 0 P — 2/ _ _ -
;1 sin {x + (i 1)—3 } = ;1 cos {x 5 +(i—1) 5 } = ) = T

Ezek alapjan mar egyszertien kovetkezik a (8) egyenlGség.

A (8) alatti egyenléség ngy is interpretalhato, hogy a bal oldalon &llo kifejezés nem
valtozik meg, vagyis tehetetlen marad az x sz0g tetszGleges valtoztatasa esetén. Ezzel
az észrevétellel kapcsolatban azon tiin6dtem, hogy egyetlen konkrét esetre vonatkozd
tehetetlenségi tulajdonsig dnmagaban nem tul érdekes, de milyen szép lenne, ha be
lehetne bizonyitani egy altaldnos tehetetlenségi tételt tetszéleges kitevs és tetszéleges
szamu tagbol allo hasonlo esetén. Az erre adott valasz részbeni targyalasat a kovetkezd
kiilon szakaszba tettem.



7. A tehetetlenségi probléma teljeskort megoldasa

Az erre vonatkozoan felvetett kérdés onmagaban is elég komplex ahhoz, hogy akar egy
onallo kiilon el6adés targya lehetne. Ezért most csak roviden és bizonyitas nélkiil szeret-
ném ismertetni a valasz lényegét.

Az el6z6 szakaszban felvetett tehetetlenségi probléma megoldaséaval foglalkozva kideriilt,
hogy teljes dltalanosan nem igaz, de igen sok esetben fennall a tehetetlenségi tulajdonség,
vagyis az, hogy a

_|_

icosk (x+ (i — 1)2%)]2 (9)

=1

[i sin® (x + (i — 1)2%) 2

i=1

osszeg értéke nem fiigg x-t6l a (k,n) parok egy jol meghatarozhato halmazara.

Ugyanez a probléma geometriai interpretacioban is megfogalmazhato. Tekintsiik a (£, 7)
koordinatarendszerben az origd kozépponti egység sugari koérbe irt szabalyos sokszo-
geket. Legyen egy tetszéleges ilyen n-szog (n > 3, tetszdleges) egyik csticsanak a &-
tengellyel bezéart szoge x. Ekkor a szabalyos n-szog Pi(&1,m), Pa(&a,m2), - o Pu(&nymin)
csicsainak koordinatai:

2 2
& = cosuz, §2:cos(x+—7r),...,fn:cos(x+(n—1)—7r),
n n
: . 2m ) 2m
m=sinz, m=sinlz+—|,...,py=sin{zx+(n—-1)—|,
n n

tehat a vizsgalt tehetetlenségi probléma a szabalyos sokszdgek csticsainak koordinataival
kifejezve tigy hangzik, hogy a

2
+

n n 2
[z " znf]
1=1 =1

négyzetosszeg mely (k,n) parok esetén fiiggetlen és mely (k,n) parok esetén nem fiig-
getlen az egységkorbe irt szabélyos n-szog helyzetétdl.

A valasz lényegét a kovetkezs két tablazat tartalmazza:
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A (9) kifejezés értéke z-t6l fiiggetlen az alabbi esetekben:

n | paratlan | péaros

k
paratlan k < 3n | mindig
paros k<2n | k<n

Ezzel szemben a (9) kifejezés értéke z-t6l fiiggs minden mas esetben, vagyis az alabbi
esetekben:

n | paratlan | paros

k
paratlan k > 3n | soha
paros k>2n | k>n
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8. Bizonyitas vazlatok

Valamennyi itt kévetkezs bizonyitas elemi. Altalanos képletek bizonyitéasa helyett inkabb
specialis esetek bizonyitasra térekszem a jobban kovethet&ség érdekében.

A hatvanyo6sszegek képleteinek bizonyitasa kissé eltér paratlan, illetve paros eset-
ben.

Paratlan £ = 2r + 1 esetén az

L5)

[(n 4 D)n)" % n(n— 1) = (r +1 )n2r—2i+1

_ r— 2
i=0

(M

N | —

azonossagbol indulunk ki, amit gy kapunk, hogy a bal oldal tagjaira a binomialis tételt
alkalmazzuk. (Osszevonas utdn minden mésodik tag kiesik.)

Ezt kovetGen n értékét egyesével csokkentve r = 0 és r = 1 esetén kozvetleniil megkapjuk
a kivant Gsszegképletet, r > 2 esetén pedig egy rekurziv formulahoz jutunk.

k=1 (r=0) eset:

%-[(n+1)n]—%-[n(n—1)]:n
5= =5-[(n=1)n-2)]=n—1
lg_1.1=2

1-1-1.0=1

A felsorolt egyenlGségeket Gsszeadva azt kapjuk, hogy

1
5-[(n—l—1)n]:1—|—2+...—|—n

k=3 (r=1) eset:

s ln+Dn)* =5 [n(n— 1) =2n°
5ol = 1P = § [0 = Din—2)P =2(n —1)°
$-22-1.12=2.23

.12_%.02:2.13

[

A felsorolt egyenlGségeket Osszeadva azt kapjuk, hogy
1

5.[<n+1)n]2:2.(13—|—23—|—...+’I’L3)
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k=5 (r=2) eset:

s ln+Dn)P =3 [n(n—1)P =3n°+n?
3 =DP =5 [(n=1)(n-2)P =3n-1°+{n-1)°
Logd_1.1323.95 49

213 —2.03=3.1°"+13

A felsorolt egyenlségeket Gsszeadva most azt kapjuk, hogy

%-[(n+1)n}3:3~(15+25+...+n5)+(13+23+...+n3)

Ezutan a jobb oldali masodik 6sszeg mar ismert zart képletének behelyettesitésével és az
egyenlGség atrendezésével célhoz ériink.

k=17 (r=3) eset:

4+ 1)n* = 5 - [n(n — D)]* = 4n" + 4n°

N[ —=

[nln =D =4+ (0= )0 = P = 4(n = 1)7 +4(n — 1)

N[ =

T2t —1. 1t =4-2544.2°

A Llpt=4- 154410

1 1
2 2

A felsorolt egyenl@ségeket Osszeadva most azt kapjuk, hogy

%-[(n+1)n]4:4-(17+27—|—...+n7)—|—4-(15+25+...—|—n5)

Ezutan az el6z6 esettel hasonlo modon fejezziik be a szamitast, a hetedik hatvanyok
Osszegének zart formulaval torténd elGallitasat.
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Paros k = 2r esetén a paratlan esetnél kicsit bonyolultabb a szamitas, mivel a

3

L5]
X [n(n _ 1)]7" — ¢ - n27"—2i

1=0

|

2n+1)-=-[(n+1)n]" —(2n—-1)-

DN | —

1
2

egyenlgségbdl indulunk ki. (A ¢; értékeket a konkrét esetekre vonatkozé szamitasok soran
pontositani fogjuk.)

k=2 (r=1) eset:

2n+1)-3-[(n+1)n]—(2n—1)- 1 [n(n—1)] = 3n?

(2n—1)- % - [n(n—1)] = (20 —3) - L [(n — 1)(n — 2)] = 3(n — 1)?
5.-2-2-3-1.1=3.2?

3-4.1-1-1.0=3-12

A felsorolt egyenlGségeket Osszeadva azt kapjuk, hogy

2n+1)-=-[(n+1)n] =3 (1*+2°+...+n?)

DN | —

k=4 (r=2) eset:

@2n+1)-3-[(n+DnP? = 2n—1) -5 [n(n —1)]* = 5n* + n?
@2n—1)-3-nn—-1)P—=2n=3)-5-[(n—1)(n—=2)? =5(n—1)* 4+ (n — 1)
5.-2-22-3-4.12=5.24 422

3-5-12—1-53-02=5-1"+1?

A felsorolt egyenlségeket Gsszeadva most azt kapjuk, hogy

2n+1)-=-[(n+n)*=5- (1" +2"+...+n*) + (1*+2°+... +n°)

DO | —

Ezutan a jobb oldali masodik 6sszeg mar ismert zart képletének behelyettesitésével és az
egyenldség atrendezésével célhoz ériink.
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k=6 (r =3) eset:

2n+1)-3-[(n+n*—(2n—1) -1 [n(n —1)]* = 7Tn° + 5n*
2n—=1)-3-nn—-1PF=2n=3)-3-[(n—1)(n—=2)*=7(n —1)5 +5(n — 1)
5.4.28-3.2.13=7.26045.2¢

3.2-13-1-2-00=7-15+5-1*

A felsorolt egyenlségeket Gsszeadva most azt kapjuk, hogy
1
(2n+1)~§-[(n+1)n]3:7~ (1°+2°+... +n%) +5- (1" +2"+... +n?)

Ettol fogva a befejezés a korabbiakhoz hasonlé.
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A koszinusz fiiggvénnyel leképezett szamtani sorozatok (1) Gsszegképlete az is-
kolai tablazatokbdl jol ismert egyik képlet alkalmazasaként szarmazo

sin la—l— (i— %) d} — sin [a+ (i— g) d} = 2cosla + (i — 1)d] Sing

egyenlgségek i = 1-t6l n-ig torténd Osszegzésével adodik. (A d = 0 (mod 27) esetre
vonatkozo egyenlGség evidens.)

A d = 2¢ (0 < e < n) specidlis esetben az 1) képlet els§ sora érvényes, ahol a szam-
laloban 1év6 két szinusz fiiggvény argumentuma 27 egész szamu tobbszorosével tér el
egymastol, és igy a szamlalo két tagja kiejti egymast.

A koszinusz fiiggvénnyel leképezett hatvanyozott szamtani sorozatok Osszeg-
képletéhez elGszor is a koszinusz fiiggvények hatvanyaira kell képleteket talalni. Bebizo-
nyithat6 (a mar korabban (3)-(4) sorszammal is felirt) alabbi altalanos formula:

1 2r — 1 [ 2r
2r _ L.
COS™ T = ooy [(r—l) +jEl (r—j> COSQ]I] )

A bizonyitést elhagyjuk, bar nem tulsdgosan nehéz, de hosszadalmas iparos munkat
igényel az altalanos bizonyités véghezvitele. Ezekbdl a képletekbsl @ = a + (i — 1)d
helyettesitéssel és i-re torténd osszegzéssel adodik, hogy

= . , n (2r—1 1 K 2r )\ = _ , ,
g cos”a+ (i — 1)d] = 5o (7‘ 1 > + o E ( ) E cos[2ja + (i — 1)27d]
i=1

J=1 L 1
és
n . . , : .
;COSZT+1[CL + (i —1)d] = 92r 2 (:——i_j ) ;Cos[@j +Da+ (i —1)(2j + 1)d].

Itt a kettds szummézasoktol megszabadulhatunk, ha a belsS, ¢ szerinti Osszegzésekre
alkalmazzuk a koszinusz fiiggvénnyel leképezett szamtani sorozat(1) osszegképletét. Ha
ezt megtettiik, akkor végiil a vizsgalt érdekes specidlis esetre, a d = 2= esetre felirt (6)-(7)
képletek levezetése csak technika kérdése.
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